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INTRODUCTION

A Définition d’ un probléme d’ optimisation

e Minimiser la fonction f(x) avec x€ER"

sous les contraintes  ¢(x)=0 i=L--m (contraintes d’ égalité)
d(x)z0 j=1-p

(contraintes d’ inégalité)

f{x) est appelée fonction de cofit, fonction objectif, ou critére d’ optimisation

<=

e Minimiser f®)  avec YEQLCR”

ou € est I’ ensemble admissible :

Q={x‘ci(x)=o, l°=1,...,m et dj(X)SO,j=1,-..’pJ|



INTRODUCTION

B Classification des problémes d’ optimisation (1)

« B.1 Suivant les propriétés de la fonction de cout:

— Fonction d’ une seule variable

— Fonction linéaire

— Somme de carrés de fonctions linéaires

— Fonction quadratique

— Fonction convexe

— Somme de carrés de fonctions non linéaires
— Fonction non linéaire continiment dérivable

— Fonction non linéaire non dérivable



INTRODUCTION

B Classification des problémes d’ optimisation (2)

 B.2 Suivant les propriétés des contraintes:

— Pas de contraintes

— Simples bornes

— Fonctions linéaires

— Fonctions convexes

— Fonctions non linéaires continiment dérivables

— Fonctions non linéaires non dérivables



INTRODUCTION

C Terminologie

e (.1 Programmation linéaire:

f(x)=c'x
Q={x‘A1xsb1 et A,x=Db, }

(.2 Programmation quadratique:

f(x)=%xTAx—bTx A=A">0

Q={x|C1xsd1 et C,x=d, }

(.3 Programmation convexe :

f(x) estune fonctionconvexe

(2 estun ensemble convexe

e (.4 Programmation non linéaire




I. RAPPELS MATHEMATIQUES
1.1 Définie positivité (1)

 [.1.1 Matrice définie positive

A=A">0 ssi xTAx>0 Vx=0

 [.1.2 Propriétés des matrices définies positives

Ay 4

n

A=A">0 avec A=

nl nn

<=

L A4{A}>0 i=1--,n



I. RAPPELS MATHEMATIQUES
1.1 Définie positivité (2)

2. det{A, }>0  k=1--,n

A - A - dy  dp A -
1 = dy 2 = 3 = |dipy  dyy  dys

(A3 dp3 A3z

3. A=L'L par factorisation de Cholesky avec L
inversible et triangulaire

« [.1.3 Matrices semi-définies positives
A=AT=0 ssi xTAx=0 Vx




I. RAPPELS MATHEMATIQUES
I.2 Convexité (1)

[.2.1 Ensemble convexe

QCR" est convexe

ssi x=au+(l-apyel VuveQ et (xE[O,1]

Exemples:

Ensembles convexes Q



I. RAPPELS MATHEMATIQUES
I.2 Convexité (2)

Ensembles non convexes o
X

[.2.2 Propriétés des ensembles convexes
S1 QQ estconvexe et a&ER

alors W = {x ‘ X =0u, uEQ} est convexe

S1 Q, etQ, sont convexes

alors W = Q M Q, estconvexeet
W = *{x‘x = u, + U, uc QL etu, & Q, }estconvexe



I. RAPPELS MATHEMATIQUES
I.2 Convexité (3)

1.2.3 Polytope et polyedre convexe
Soit x&R"

L’ ensemble des x tels que @ x=b a€R" d¢finit un hyperplan

Cet hyperplan a (n-1) dimensions divise 1" espace R" en deux
demi-espaces: g+ — Jt alx = b}

H~ ={ aszb} H™ et H™ sont convexes

L’ intersection d’ un nombre fini de demi espaces

est un polytope convexe

Un polytope borné = polyedre
Un polyedre a 2 dimensions = polygone

aréte = face 1D

polygone



I. RAPPELS MATHEMATIQUES
I.2 Convexité (4)

[1.2.4 Fonction convexe
Définition |
1 Q—=R QCR" estconvexesur

s1 son €pigraphe est un ensemble convexe

fonction non convexe



I. RAPPELS MATHEMATIQUES
I.2 Convexité (5)

Définition 11

fQ—=R QCR" convexessi

Vxy e Q VaE[O,l]

fr s a)y) = a /(e l-a)r6)
fx)

af(x) + (1-0) f(3)

| flox + (1-0) )

X ax+(1-o) y y

Q




I. RAPPELS MATHEMATIQUES

I.3 Minimum d’ une fonction (1)

[.3.1 Minimum local
f:Q—=R QCR"
f admet un minimum local en x*& Q
sSi 3 B(x*,¢ )= {XH|X—X*||<8 }
telque f(x) = f(x*) VxEB(x*,e)

[.3.2 Minimum local au sens strict

1 Q—=R QCR"

f a un minimum local au sens strict en x*&
ssi 3 B(x*,¢)
telque f(x) > f(x*) VxEB(x*,e) x = x*



I. RAPPELS MATHEMATIQUES

I.3 Minimum d’ une fonction (2)

[.3.3 Minimum global

- Q—=R QCR"
f a un minimumglobal en x*&Q

ssi f(x) = f(x*) VxeQ

)

minima locaux
b4
minimum

local . .
minimum

local (strict)
minimum global (strict)

% minimum local




I. RAPPELS MATHEMATIQUES

I.3 Minimum d’ une fonction (3)

1.3.4 Minima des fonctions convexes
Soit une fonction f:Q—=R QCR"

s1 f est convexe sur €2 alors tout minimum local (au sens strict)

est un minimum global (au sens strict)

Démonstration
Soit y = x+z€Q et x minimum local

= f(x+az)=flx+a(y-x)=(-a)f(x)+a f(») siaE[O,l]
= flr+az)- fx)=sa(f()- £(x) (convexité de f)

= Ja, > O‘ f(x + aoz)— f(x)z 0 (x minimum local)

= f(y)= f(x) Vy€EQ



I. RAPPELS MATHEMATIQUES
1.4 Gradient et Hessien (1)

1.4.1 Gradient I ]
0x,
I
f:R"—>R  Vf=|dx,

i [ a2 2
ax, of 9f

. d’x,  ox,0x,
1.4.2. Hessien

f:R"—=R H(x) = V(VTf)= 0x,0x,




I. RAPPELS MATHEMATIQUES
1.4 Gradient et Hessien (2)

1.4.3 Dériveée directionnelle

f:R" — R derivée directionnelle de f'dans la direction d au
point x

o () o L )= 1)
od h—0 h

d
- floe+nd)|

of Jf
= a—)ﬁ(x+hd)‘h=0d1 T ”'+a(x+hd)‘h=od'¢

=V f(x



I. RAPPELS MATHEMATIQUES
1.4 Gradient et Hessien (3)

i ] =1
la dérivée directionnelle est le taux d’ accroissement de fdans la
direction d au point x

j [e taux d’ accroissement est maximal dans la direction du
gradient

j Le gradient indique la direction de plus grande pente



I. RAPPELS MATHEMATIQUES
1.4 Gradient et Hessien (4)

[.4.4 Contours d’ une fonction

f:R" =R

n+1

= y = f{x) définit une surface dans R

" f(x) =c , avec c constant
définissent des courbes de niveau ou des contours de cette surface
Un contour de niveau c est I ensemble des points S(c) = ch\ f(x)= c}

Exemple: La fonction de Rosenbrock

£()=1000, —x7 ] +(-x, )



I. RAPPELS MATHEMATIQUES
1.4 Gradient et Hessien (5)

Fonction de Rosenbrock



I. RAPPELS MATHEMATIQUES
1.4 Gradient et Hessien (6)




I. RAPPELS MATHEMATIQUES
1.4 Gradient et Hessien (7)

1.4.5 Le gradient est L au contour

Démonstration:

Soit le contour S de niveau f(x,) passant par x, :

S =4 £(x) = f(x,) }

Soit une courbe € S
paramétréepar v(z), R —=R"
avec v(t,)=x, et v(t)=x€ES

dv

La tangente a cette courbe en x, est de direction y ‘
t|t=t,



I. RAPPELS MATHEMATIQUES
1.4 Gradient et Hessien (8)

Nous avons que

Jv(@) =1 (1)) = f(x;)

= () ‘, L

- i(v(f )

ox, dt\ t=t,

dv
< VI'(x = ()
f<0)df‘f=f0

A
+ ("(”)(m” =0

= Vf(x,) LS en x, Vx,



I. RAPPELS MATHEMATIQUES
1.4 Gradient et Hessien (9)

[.4.6 Convexité et dérivabilité premiere

Soit f:Q—=R fEC'" QER"convexe

alors f est convexe ssi
Sz f(x)+Vf (0)(y=-x) Vx,yEQ

f )+ V' (x)(y - x)




I. RAPPELS MATHEMATIQUES
1.4 Gradient et Hessien (10)

1.4.7 Convexité et dérivabilité seconde

Soit f:Q—=R fEC’ QER" convexe

Alors f est convexe ssi

(y—x)TH(x)(y—x)z 0 Vx,yeQ

Corollaire

Si QER" estun ouvert convexe
Alors f est convexe ssi

H(x)=0 VxeQ



I. RAPPELS MATHEMATIQUES

I.5 Conditions nécessaires pour 4 minimum (1)

[.5.1 Directions admissibles

dER" d =0 direction admissible en un point x
si dn>0 telque x+adEQ VaE[O,n]

d, admissible

d, non admissible
d2

S1 x est un point intérieur, alors toutes les directions sont admissibles



I. RAPPELS MATHEMATIQUES

I.5 Conditions nécessaires pour 4 minimum (2)

1.5.2 Condition nécessaire du 1¢* ordre

soit f:Q—=R QCR" fe(

Si fa un minimum local en x™ € Q
Alors Vd admissible en x”°

d"Vi(x") =0

< Le taux d’ accroissement est positif.



I. RAPPELS MATHEMATIQUES

I.5 Conditions nécessaires pour 4 minimum (3)

()= f(x) f=e

J(x) = f(x,)

Vf(x))+

~ f(x)>e> f(3)

dd, admissible en x;, ‘ d'Vf(x)<0 =>x, neminimise pasf

YV d, admissibleenx,, d,Vf(x,)=0 = x, minimise f
(eventuellement)



I. RAPPELS MATHEMATIQUES

I.5 Conditions nécessaires pour 3 minimum (4)

Corollaire: cas du point intérieur

soit f:Q—=R QCR" fe(

Si x* minimise f localement et si xest un point intérieur de Q,
alors VF(x") =0
Démonstration
d'Vf(x')=0 VJdeER"
= d'Vf(x")=0 et
~d'Vf(x")=0
= Vf(x")=0




I. RAPPELS MATHEMATIQUES

I.5 Conditions nécessaires pour 4 minimum (5)

1.5.3 Conditions nécessaires du 2¢™¢ ordre

Soit f:Q—=R QCR" feEC’

f atteint un minimum local en X" et d est une direction admissible

Si dTVF(x*)=0 alors d"H(x")d =0



I. RAPPELS MATHEMATIQUES

I.5 Conditions nécessaires pour 4 minimum (6)

Démonstration

Soit x=x"+ad

F) = fxr)+ P

dzf(x) a’ N O(O{z)
do.

da v o
2

- F()+ VT (x)da  + a’TH(x*)d% + O(?)

‘a=0a +

2

- £(x")+ dTH(x*)d% +O(a?)

Si H(x)<0=3Ja|f(x)<f(x")
= H(x")=0



I. RAPPELS MATHEMATIQUES

I.5 Conditions nécessaires pour 34 minimum (7)

Corollaire : cas du point intérieur

Soit f:Q—=R QCR" feEC’

Si X~ estun point intérieur de Q@ et X~ minimise f

Alors Vf(x")=0
H(x") =0



I. RAPPELS MATHEMATIQUES

1.6 Conditions suffisantes pour 3 minimum (1)

Conditions suffisantes pour un minimum
Soit f1R—=R QCR" fEC’ et x* estun point intérieur de Q
Si Vf(x")=0

H(x")>0

Alors f'a un minimum local au sens strict en x”

Démonstration

f(x"+d)= f(xX)+Vf(x) d+

1
2
= f(x")+ %dTH(x*)d + 0(”0’”2)

d"H(x")d +o(|d|")

= Vd suffisamment petit: f(x")< f(x" +d)



I. RAPPELS MATHEMATIQUES

1.6 Conditions suffisantes pour 3 minimum (2)

Corollaire : cas des fonctions convexes

Soit fEC?, fconvexe, f:Q—=R QCR" convexe
Alors fa un minimum global en x* € Q
1" ssi VA (x)(y-x)=0 VyeQ
< V' (x")d =0 Vdirection admissible d

2° ssi Vf(x")=0 six" estun point intéricur de Q

Démonstration

Condition suffisante:
convexité = f(¥)- f(x)=VF(x) (y-x)=0 VyeQ

= f(n) = f(x")



I. RAPPELS MATHEMATIQUES

1.6 Conditions suffisantes pour 3 minimum (3)

Exemples t f(x)=x’

1° f(x)=x ‘
£(0)=0 X
f1'0)=0

Les conditions nécessaires sont verifiées, mais x=0 ne minimise pas f

2° f(x)=xP -2

0 0
) Vf(x) = en X =
Vf(x) = [ . } [0] H
- 2x,
2 0
H(x) = [ 0 _» Indéfini => Les conditions nécessaires du

2¢me ordre ne sont pas vérifiées => point selle



I. RAPPELS MATHEMATIQUES

1.6 Conditions suffisantes pour 3 minimum (4)

Point selle



I. RAPPELS MATHEMATIQUES

1.6 Conditions suffisantes pour 3 minimum (5)

2

S aae 05 0 0.5 e 2

Contours de la fonction f(x)=x12-x22



I. RAPPELS MATHEMATIQUES

1.6 Conditions suffisantes pour 3 minimum (6)

Vf(x) = 2% Vi = 0
= X) = en x =
of >~
0
H(x) = 0 2 >0 => minimum local au sens strict

f(x) convexe => minimum global au sens strict



I. RAPPELS MATHEMATIQUES

1.6 Conditions suffisantes pour 3 minimum (7)

Minimum



I. RAPPELS MATHEMATIQUES

1.6 Conditions suffisantes pour 3 minimum (8)

2 i o Pt | T T T )

S e e e 15
Contours de la fonction f(><)=x12+>»c22



